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????????????? ????????????? ????? ?????? ??????? ???? ? ???????? ?? ?????? ?? ??
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?? ??? ????????? ?????? ???? ? ?? ?? ???? ?? ???? ?? ??????? ?? ??? ?????? ??
???????? ???????????? ???? ??? ?? ???? ?? ??????? ?? ??????? ?? ??? ?????????????
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????? ??????????? ???????????
???????? ??? ???????? ????????? ?? ???????? ?????? ??????? ??? X ?? ??? ?????
????????? ??? ?? ???????????? ??? A ??? ????????? ???? ???? ???? A ⊆ X? X ??
???????? ?? ?? ???????????? ?????????? ????? ???????????? ?? A ??? ???????? ??????
????? ???? ????? ????? ???? ?????? A ? ? ?? ??????? ??????? ??? ?? ??? ???????????
?? A? ??? ?????? ?? ???????? ????????????? ???? ????? ?????? ????? ?????????????
???? ??? ??????????? ?? X ??? ?? ????? ?? (2|X| − 1)?
?? ????? ?? ????? ????????? ?????????????? ???? ?? ?? ???????? ? ????????? ????
γ ∈ Γ = {1, 2, ..., |X|}? ????? ????????????? ???? ? ???????????? F ? ????? ???
???????? ?? ?? ????????? ????????? ????????? ?? ?????? ???? ???? 1 ≤ γ < |X|? ?
?? ?? ??????? ?????? ?? ???????? ???? A ⊂ X ???? ???? |A| = γ? ???? γ ≥ |X|?
???????? ?? ??? ?? ???? ???? ? ???? ????????????? ??? ????????? ???? ??? ???? ???
?? ????????? ???????????? X? ??? ??? ???? ?????? ?????? ???? ??? ???????? ??????
????? ??? ???? ?????? ?????????? ????? ≻ ?? ??? ????? ??????? ???? ?? ??????????
?? ??????? ?? ?? ?? ??? ???? 1 ≻ 2 ≻ ... ≻ n? ???? ?????????? ???????? ?????? ?? ??
???? ???????????? ???? ??? ???? ????????? ?? ??? ????? ????????? ??? ??? ????? ????
??? ???? ????? ???? ?????????? ????? ?? ??????????? ?????????? ??????????????
??
A ⊆ X? ???? ???? ??? ??? ???? ?????? ???????? ??? ??? ????????? ????? ? ????
A ?? ??????? ????????? ?? A = {1A, 2A, ..., kA, ..., |A|}? ????? ??? ??????? ?????????
??? ????? ?? X = {1, 2, ..., k, ..., |X|}? ??????? |X| = n ≥ 2?? ??? ?????????? ??
?????? ?????????? ? ????? ???? ???????????????? ?????? ??????????? ??? ????? ???
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??? γ ≥ n?? ??? ????????????? ??? ????????? ???? X ??? ??? ???? ??????? ?? ≻
????? ???? ????????? ??? ?? ?????? ?????? ?????? k = 1 ????? ??? ???? ?????????
??????????? ?? X??
??? 1 ≤ γ < n? ??? ?????? ?????? k ???????? ?? ????? ?????? l ?????????
?? k ????? l < k? ?? ?????????? ???? ?? ?? ??? ????? ????? ??? ??? ???????? (nγ)
????????? ???? ?? ??????????? γ? k ?? ?????? ???????? ?? ?? ??????????? ?? ???
????? ??????????? ????? ?????? (n−kγ−1) ?? ??? ?? ??? ???? ???? ??? γ > n− k + 1? k
?? ????? ?????? ????? ? ?? ??? ?????? ????????????? ???????? ?? ?????? ???????
???????????? ?????? ???? k ?? ??? ????????????? ???? ??? ????????????? ?????? ??
??? ?????????? ????????? ??????????????? ?????? ?? ?? ????? ????????? ?????? ????
????????????? ????????????? ?????? ???????????? ??
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n
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??? ?????????? ?? ??? ?????????? ?? ???? γ ??????????? ?? ??????????? ?? π(γ) ???
???? ???? |X| = 1 ?? ??????? ?? ?? ?????????
??????? ???? γ > n ?? ??????????????? ????????????????? ???? γ = n ?? ???? ??????
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?? ????? ?? ??? ????????? ??????????? ???????
π(γ) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
F (1) ?? γ = 1,
F (γ)− F (γ − 1) ?? 1 < γ < n,
1− F (γ − 1) ?? γ ≥ n.
?????
??????????? ? ?????????? ?? ???? ????? ?? ??? ????? ??????????? ??????? ???
?????????? ???????? ≻ ?? ????? ???????? ?? ????????? ?????? ????? ???? p(k) ≥ p(k+1)?
???? 1 ≤ k < n?
?????????? ?????? ??? ???????
p(k)− p(k + 1) = π(n− k + 1)( n
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n
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) π(γ). ?????
??? ????????? ?? ????? ?? ?????? ???????????? ????? ??? ??? ?? ????????????
?????? ????????? ???????? ∑n−k+1γ=2 π(γ) > 0 ? ????? ???? p(k) > p(k + 1) ??????
????? ????? ??????? ??? ??? ??????? ?? ????? ??? ????????? ?? ??? ?????? ????? ???
?? ???? ???? ?? ???? ??? ???? ?? ?? ??? ?????????? ????? ??????????? ?? ≻? ???
???? ?????? ?? ????? ???? ???? ??? γ = n−k+1? ???? ??????????? k ??? ? ??????????
???????? ??????????? ?? ????? ??????? ?? ??? ??? ?????? ??????? ?? ???? ???? k
?? ????? ?????? ???? ?????????? ???? ?????? k + 1 ??? 2 ≤ γ ≤ n − k? ???? ?? ??
???????? ????? k ≻ k + 1? ?? ??? ????? ?? ????????? ???????? ??????? 2 ??? n− k
??? ?????? ?? ???????????? ???????? ?? k ?????? ??????? ??? ?????? ?? ????????????
???????? ?? k + 1? ??????? ???? ???? ?? ?? ?????? ?? ?????? ???? π(2) > 0 ??? ???
?????????? ???????? ?? ?? ???????? ???????? ?? ????????? ?????? ???????????? ???????
??
????? ? ????? ???? ?? π(2) > 0 ???? p(1) > p(2) > ... > p(n) ?? ?????? ?????????
????????????? ??????????? ?? ????? ??? ?????? ????????? ?? ??? ??????????? ??????
π(γ) ??? ??? ?? ???????????? ????????? ?? ?????? ???? ??
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C
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
π(1)
???
π(γ)
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π(n)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸
π
, ?????
????? ??? ??????? γ??? ?????? ?? C ?????????? ??? ?????? ?? ?????? ???????????
??????????? ?? ????? ?? ???? γ?
??????????? ? ?????????? ?? ???? ????? ??? ?????? ????? ??????????? ???????
??????????? ?????? ⟨π(γ)⟩nγ=1 ?????????? ??? ???????????? ?? ????????? ???????? ?????
??? ?????????? ??? ???????? ????????? ?? ????????? ?????? ??????????? ⟨p(k)⟩nk=1?
??? ?????? C ?? ?????? ?????????? ????? ?? ????? ??????????????? ?????? ????
??????? ??????? ?? ??? ???? ?????????????? C−1 ????? ?? ?? ? ????? ???????????????
?????? ???? ??????? ????? C−1(γ,k) ????? ?? ?
C−1(γ,k) =
⎧⎪⎨⎪⎩
(
n
γ
)
(−1)(γ−1)−(n−k)(γ−1n−k) ?? k > n− γ,
0 ?????????.
?????
?????? ?? ??? ?????? ???????? π ???? π = C−1p ??? ??? ??????? ??????? π(γ)
??
????? ??
π(γ) =
(
n
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k=n−γ+1
(−1)(γ−1)−(n−k)
(
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)
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????? ????????????? ??? ????? ???????????
??? ???????? ??????? ??????? ???? ??? ??? ????? ??? ???? ?????????? ????????
?????? ??????? ???? ?? ??????????? ?? ??????? ?? ?? ?? ??? ???? 1 ≻ 2 ≻ ... ≻ n?
???? ?? ????? ???? ?????????? ?? ???????? ?????????? ?????????????? ???? ?? ??
??? ????? ????? ? ????????? ??? ?? ???????????? X ???? ??????????? |X| = n? ????
?? ??????? ?? ???? ????? ??? ?? ??? ???????? n! ?????????? ?????????? ?????
X = {1, 2, ..., n}? ??? ?? ????? ϕ : X → {1, 2, ..., n} ?? ??? ??? ???? ??????????
???? ?????? ?? X ???? ??? ?????????? ????? ???? ?? ??? ???????? ⟨ϕh⟩n!h=1 ????????
??? ?? ???????????? ????????? ?? ????? ?? ? ???????? n × n ??????????? ??????
P(h)? ??? ????????? ??? n = 3 ??? ??? ϕ2 = (2, 1, 3) ????? 2 ≻ 1 ≻ 3?? ??? ??????
??????????? ?????? ?????????? ?? ϕ2 ??
P(2) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0
1 0 0
0 0 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , ??????
????? ???? k??? ?????? ??? ? ??? ?? ???????? l ?? ϕ2(l) = k?
???? ??? ϕh ??????? ? ?????? ?????? ?? ???????????????? ?????? ??????????? Ch
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????? ????? ?? ?? ????? ??
Ch = P(h)C. ??????
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??? ??????????? ????????????? ?????? ??????????? ?? ????? ??? ?? ????????? ??
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?????? ?? ? ?????? ?????????? ???????? ????? ? ?????? ??????????? ?? ???????????
??????????? ?????? B ?? ??????? ??? ?????????? ??? ????? τ ? ????????? ??? ?????????
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i
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∑
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?
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⟨τ⟩n!h=1 = 1n! ? ?? ?????? ? ???????? B ?????? ???? ??? ??????? ????? ?? 1n ? ????????
???????? ??????? ?? ??????? ?????? ?????? ??? ?? ?? ???????? ???? ?????? B ??
??????????? ???????????
??????????? ? ?????????? ?? ???? ????? ?? ??? ????? ????? ?????????? ???????
???????? ??????????? ?????? ⟨π(γ)⟩nγ=1 ??? ???????? ????????? ?? ????????? ??????
??????????? ⟨p(k)⟩nk=1 ??? ?? ??? ??? τ ?
?? ??????? ???? ???????????? ???? ???? det(B) ??? ?? ???? ?? ? ???????????
?????????? ???????? f(τ ) ?? ? ????????? ?????? ???? τ ∈ [0, 1]n!? ???? ?????
???? ?? ?????? ??????????? ???? ?? ??????? ?? ??? ?????????? ????? ????? ????? ???
??????? ???????? ?? ?????? ?? ?????? ?? ??? ???? ?? ??????????? ??????????? ?????
τh = 1 ??? τh′ = 0 ??? ??? h′ ∈ {1, 2, ..., n!}\h? ??? ????????? ????????????? ?? B ????
????????????? det(B) ̸= 0?? ????? f(τ ) = det(B) ??? ??????????? ??????? ???? ???
????????? ?? ???????? ???? ???? ?????? ?????????? ??? ?? ??????? ???????????????
?? B ??? ?? ??? ??? τ ?
????? ????????????? ??? ??????? ???????????? ??? ???? ??? ?
????????? ?????
??? ?????????? ?? ????? ????? ???????????? ?? ?????? ????????? ?? ???????? ?????
??? ?????????? ??? ?????????? ?????? ?????????? ?????????????? ??????? ?? ?? ???? ??
????? ? ?????? ???????? ????? ???????? ??? ??? n× n ??????????? ?????????
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???????? ??? ????????? ?? ? ??? ?????????? ????? ??? ?????????? ??? ???????????? ???????????
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???????? ??? ??????? ?????????? ?? ???????? ????? ??? ???????
??????? ?? ??? n = 3 ??? ϕh ?? ?? ??? ?????⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ϕ1 = (1, 2, 3),
ϕ2 = (1, 3, 2),
ϕ3 = (2, 1, 3),
ϕ4 = (2, 3, 1),
ϕ5 = (3, 1, 2),
ϕ6 = (3, 2, 1).
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??? ?????? ?? ??????? ????????? ?????? ??????????? ????? ?? ?? ????? ??
p = ⟨p(k1 · · · kI)⟩nk=1, ??????
???? ⟨p(k1 · · · kI)⟩nk=1 ????? ??? ????? ??????????? ?? ???????? ?????? ki ?? ????
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∑n!
h=1 τihP(h) ??? ??? ???
???????? ?????? ?? ??????????? ??????????? Ĉi = BiC? ??? ?????????? ?? ?????
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?? ????? ?? ??? ????? ?? ?????? ?? ??? n??????? I???????? ????? ???? ????? ?????
{1, . . . , |k1|} × · · · × {1, . . . , |kI |} ??? ?????? ?? ?? M (n; |k1|, . . . , |kI |)? ????
???? ??? ?????????? ?? ??? ???? X ????? ???? ?????? ????????? ? ????? ????
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M (n; |k1|, . . . , |kI |) ???? ? ?????? Θ ?? [0, 1]L ????
L = (n− 1) + (n− 1)
I∑
i=1
(|ki|− 1)
= (n− 1) + (n− 1)2I,
??????
????? ??? ?????? ?? ???? ??????????? ??? ???? ?????? ?? ?????? ?? ??? ??????
?? ???? ?????????? ?? π? ??? ?????? ?????? ?? ??? ?????? ?? ???? ??????????
??????????? ??? ???????? Ĉi, ??? i = {1, . . . , I}? ????? ??????? ???? ???????
Pγ, ??? γ = {1, . . . , n}? ???? Ĉi ??? (n−1)2 ???? ?????????? ????? ?? ?? ? n×n ????
?????????? ????? ??????? ??? ?? ?? ?? ?????? ??? ??? ???????? ?? ??? ???? ??????
???????? ?????? ??????????? ??????????? ?? ????? ?? ???? ?? ???? ?? ?????????????
??? ????? ?? 1n ? ????????? ??? ??????????????? ??? ???M (n; |k1|, . . . , |kI |) ??
Ψn,I,(|ki|) : Θ→ [0, 1]
∏I
i=1 |ki| = [0, 1]n
I
. ??????
?? ????? ?? ???? ?????? ?????????????? ?? ?????????? ????????? ????? ???????
?????? ?? ??? ???? ????? ?? ??????? ?? ???? ??? ?? ??? ????????? ????? ?????
??????? ????? ? ?? ????????? ?? ??? ??????? ??? ????? ????? ???? ???????
? ?? ???????????? ??? ??? ?????? ????? ??????????? ?? I?????? ??????? ?I ≥ 3?
??? ?????? ?? ????????? ??????? ????? ??????? ??????? ?? ??? ?????????? ?? ???
????????????? ?? ? 3??? ???????? ??????
??
????? ? ???????? ??? I?????? ??????
T =
n∑
j=1
⊗Ii=1Miej ??????
??????? ?? ? ?????????? ?? ???????? ⟨Mi⟩Ii=1 ???? ?? ???? ????? ?? ?? ??????
mi × n? ??? κMi ?? ??? ?????????????? ?? Mi? ????? ???????? ????
I∑
i=1
κMi ≥ 2n+ (I − 1), ??????
???????? ⟨Mi⟩Ii=1 ??? ?????? ?? ?? ??????????? ??? ??????? ?? ???????? ???? ??
?? ??? ????? ??? ??? ?????????? ?? ???????? ⟨M̂i⟩Ii=1 ???? ???? T =
∑n
j=1⊗Ii=1M̂iej?
????? ?????? ? ?????????? ?? ????? ??????? ???????????? ???????? ???????? (DS1 ,DS2 ,DS3)
??? ? ??????????? ?????? P ???? ???? M̂i =MiD
1
|Sp|
Sp
P? ???? ⟨Sp⟩3p=1 ????? ? ?????
???? ???????????? ?? ??? ??? {1, . . . , I}? i ∈ Sp ??? DS1DS2DS3 = In? ???????? ???
????????? I = 4 ??? ? ?????? ???????????????? ?? T ?? ??????? ??? ?? ?????? ???????
???? ?? ?????????? ???? κM1 ≥ κM2 ≥ κM3 ≥ κM4 ? ????? ??????? ? ?? ????????????
??? ??? ?????? ????? ???? ?????? ??? ?? ???????????? ????????? ??
T =
n∑
j=1
⊗S3Sp=S1NSpej, ??????
??????? A ∈ RI×F ? rA := rank(A) = r ?? ?? ???????? ?? ????? ? ?????????? ?? ? ????????
??????????? ???????? ??? ???? ????? ??? r + 1 ???????? κA???? ???????????? ?? A? = r ??
????? r ??????? ??? ???????? ???????????? ??? ???? ????? ??? ?? ????? ??? ??? ?? r + 1 ???????
?κA ≤ rA ≤ ???(I, F ) ??? ??? A??
???????????????? ?? T ????? ???? ??? ??????? ??????? ?? ??? ????? ????? ??????? ?? T ??????
?? ????????? ????? ????? ???? I = 4 ??????????? ?????????????? ?? ????????? ???????? ?? κMi ≥ 1
??? ???? i?
??
???? NS1 = M1? NS2 = M2 ??? NS3 = M3 ⊙M4??? ????????? ?????? ? ?????
? ???????????? ?? {1, 2, 3, 4} ?? ??? ???? S1 = {1}? S2 = {2} ??? S3 = {3, 4}? ??
?????????????? ????? ????? ??? ??? ??????????? ????? ??? ????????? ????? ?? ?????
?? ?????? ? ????????? ?????????????? ?? ??? ??? ?? ?????? ?? ??? I?????? ?????? ????
I > 4? ????????? ?????? ?????????? ??? ?????????? ?? ???????? ⟨NSp⟩S3Sp=S1 ?? ??
??????????? ??? ??????? ?? ???????? ????? ???????? ??????? ? ?? ?????? ???????
?? ??? ?????????? ?????? ??
T =
n∑
j=1
⊗S3Sp=S1N̂Spej, ??????
???? N̂Sp = NSpDSpP? ????? ?????????????? ?? T? ?????????? ?? ⟨NSp⟩S3Sp=S1 ? ?????
?????????? ?? ⟨Mi⟩Ii=1 ????? ???????????? ??? ??? ???????? ????????????? ?????
DSp ??? P? ?? ??? ???????? ⟨M̂i⟩Ii=1 ?? M̂i =MiD
1
|Sp|
Sp
P ??? i ∈ Sp? ??????? ?? ???
???? ?? I = 4 ???????? ?????? ?? ???? M̂1 =M1DS1P ??? M̂2 =M2DS2P ?????
S1 = {1}? S2 = {2} ??? |S1| = |S2| = 1? ?? ??? M̂3 ??? M̂4? ???????? ?? ????
N̂S3 = NS3DS3P
= (M3 ⊙M4)DS3P
= (M3D
1
2
S3
P⊙M4D
1
2
S3
P),
??????
????? ? ????? M̂3 =M3D
1
2
S3
P ??? M̂4 =M4D
1
2
S3
P?
??⊙ ?? ??? ?????????? ???????? ???? ??? ??????????? ????????? ???????? ??????? M3 ???
M4? ????? NS3 ??? ????????? (m3m4)× n?
??
????? ? ?? ??????????? ?????????? ?? ??? ?????????????? ????????????? ????????
????? M (n; |k1|, . . . , |kI |)? ??????? D(π) ??? ??? ???????? ?????? ???? ???????
π = ⟨π(γ)⟩nγ=1? ?? ??? ? ????M1 = Ĉ1D(π) ???Mi = Ĉi ??? ???? i ≥ 2? ?????
????? ??????? ?? ??? ???????????? ??????? ?????? ??
p =
n∑
j=1
⊗Ii=1Miej. ??????
???????? π ≫ 0? ⟨Mi⟩Ii=1 ??? ??? n× n ???????????? ???????? ??? ????????? ??????
?????????
In ≥ 2n+ (I − 1), ??????
??????????? ?? ?? I ≥ 3? ???? M1 = Ĉ1D(π) ??? Mi = Ĉi ???? i = {2, ..., I}
??? ?????? ?? ?? ??????????? ??? ??????? ?? ????????
??? ?? ??????? ?????? ??
I ≥ 2 + 1
n− 1 . ??????
??? ???? n = 1 ?? ??????? ?? ?? ????????? ??? n ≥ 2? 1n−1 ≤ 1 ??? ???? I ≥ 3 ??????
?? ????????? ??? ????????????? ?? ????? ? ?? ??? ?????M (n; |k1|, . . . , |kI |)?
??????????? ? ?? ??? ????????????? ???????? ????? ???? ??????? ??????????
????????????? M (n; |k1|, . . . , |kI |)? ?? π ≫ 0 ??? I ≥ 3 ???? ??? ?? ??? ??? ?????
???????? ?? ??????????? ?? ⟨Ĉi⟩Ii=1 ??? ??????????? ??? ?????? ??? ???????????? ?? ⟨τ i⟩Ii=1????? A ∈ Rn×n ?? ??????????? ???? κA = rA = n.
??
????????????? ⟨τ i⟩Ii=1 ????????M1 = Ĉ1D(π) ???Mi = Ĉi ???? i = {2, ..., I} ???
???????? ?????????? ?? ??? ????? ?????? ?????? p =⟨p(k1 . . . kI)⟩nk=1?
?????? ????? ? ?????? ???? ?? ?? ??????? ?????? ??
p =
n∑
j=1
⊗Ii=1M̂iej, ??????
????
M̂1 = Ĉ1D(π) = Ĉ1D(π)D
1
|Sp|
Sp:1∈SpP, ??????
???
M̂i = Ĉi = ĈiD
1
|Sp′ |
Sp′ :i∈Sp′P, i = {2, . . . , I}. ??????
?? ?? ?????????? ???? ??? ?????? ⟨Ĉi⟩Ii=1 ???? ?? ???????????????? ????? ????
??????????? ?????? ?? 1T =
[∑n
j=1 ej
]T
?? ???
1T = 1TD
1
|Sp′ |
Sp′ :i∈Sp′P, ??????
?? ??????????????
1TPT = 1T = 1TD
1
|Sp′ |
Sp′ :i∈Sp′ . ??????
??? ?????? ?? ???? ????? ?? ???? ?? D
1
|Sp′ |
Sp′ :i∈Sp′ = In = DSp′ :i∈Sp′ ??? ??? Sp ???
????????? ??????????? 1? ????? ???????? ??????? ???? ?? ?????????? 1 ∈ S1 ?? ?????
?? ????? ?? DS1DS2DS3 = In ????? ? ????? DS1 = In ????? DS2 = DS3 = In?
??
????? ????????? ???? Ĉi = BiC? ?????? ??? ?? ????????? ??
Ĉi = ĈiP = BiCP = BiC
∗. ??????
??? Ĉi ?? ?? ?????????? ???? ??? ?????M (n; |k1|, . . . , |kI |)? C∗ ???? ?? ??????
??????????? ????? C∗ ?? ???????? ?? ????????? ??? ??????? ?? C? ????? ?? ????
????????????????? ??? ???? ???????? ??????????? ?? ??? ??? ??????? ????? ??
P = In? ?????????? ?? ⟨Mi⟩Ii=1 ????? ????? ? ????? ???? ????????? ????????
???? ???????? ⟨Bi⟩Ii=1 ??? ??? ???????????? ?? ????????? ??????????????? ???????? ??
π ??? ???? ???????? ??????????? ???? ?? ?? ??? ???? ? ????? ??????? ????????
??? ???????? ?????????? ??????? ???? ?? ? ?????? ?? ????? ?? ?????? ??? ?????? ??
????????? ?????? ??????????? p ??? ?? ???????? ????? ???? ?? ???? ????? ?? ???
???????????? ?? ?????? ???????? ???????? ⟨Bi⟩Ii=1? ????? ???? ??? ???????????? ??
????????? ??????????????? π?
??? ?????????? ????????
?? ??????????? ?????? ??? ????? ????????? ???? ??? ?? ? ????? ???????? ? ??????
???????? ?????? ????????? ?????????? ?? ??? ??????? ?????? ???????? ?????? ???
?? ?????? ?? ?????? ????? ???? ?? ??????? ??????????? ?? ??? ??????????? ????
????????? ?? ??? ???????? ?????????? ????? ??? ?? ???? ????????? ????? ??? ???
???????? ?????????? ??????? ??????????? ?????? ???????? ?????? ????????? ?????? ??
??? ?????????? ?? ????? ????????????? ????????? ?? ????? ???????? ????????? ???
??????????? ???????????? ?? ??? ?????? ?????????? ????????? ??? ????????? ???
??
?????????? ??? ??????? ?? ?????????????
? ??????????? ?????? ?? ???????? ??? ??????????? ???????????? ?? ??? ????????
????????? ????? ??? ?????? ??????????
? ?????? ?????? ?? ???????? ??? ??????????????? ???????????? ?? ??? ?????? ?????
??????
???? ????????? ?? ? ?????? ???? ????? ???? ??? ?????????? ?? ????????? ???
K1, . . . , KI ?????? ? ?????????? ?? ??????????? ?????? ????????? ???? ?? ???? ??????
??????? Ki ∈ {1, . . . , n}? ??? i = {1, . . . , I}? ??? K = (K1 . . . KI) ?? ??? ????????
???? ?????? ???????? ???? I ?????? ???∏Ii=1 |Ki| = nI ???????? ????????? ????????
????????? ????????? ?????? ??????????? p ?????? ?? ?????? ??? ?? ???? ??????????
?? ??? ??????????? ???? ???????? fK(k) = f(K = k)? ???? k = (k1 . . . kI) ????? ?
??????????? ??K? ????????? ??? Γ ?? ? ?????? ??????????? ?????? ???????? ???? ????
???? Γ ∈ {1, . . . , n}? ????? ??? ?????? ????? ?? ????? ?? ??? ? ?????? ????????????
?? Γ ????? ????? ?? fΓ(γ) = f(Γ = γ)? ???? γ ????? ? ??????????? ?? Γ? ??? ????
???????? ?????? ???????? ??????????? ?? ??? ??????????? ???????????? ?? K ????? Γ
????? ??????????? ???? ???????? ?? ????? ?? fK|Γ(k|γ) = f(K = k|Γ = γ)? ????????
??? ???????? ???????????? ?? K ?? ???????? ?? ??? ??????????? ???? ????????
fK(k) =
∑
γ
fK|Γ(k|γ)fΓ(γ), ??????
????? ??? ????????? ?? ????? ???? ??? ???????? ???????????? ?? Γ?
???? ????????? ?? ??? ?????????????? ????????????? ???????? ?????
??
M (n; |k1|, . . . , |kI |)? ?? ????
fΓ(γ) = π(γ), γ = {1, . . . , n}, ??????
fK|Γ(k|γ) = Pγ
= ⊗Ii=1Ĉieγ, γ = {1, . . . , n},
??????
???
fK(k) = p
=
n∑
γ=1
π(γ)Pγ.
??????
???? ???? ?????? ???????? ?? ?????? ?? ? ????? ????????????? ?? ??? ???????
???? ?? ????? ????????????? ??????? ??? γ??? ?????? ?? ??? ??????? ?????? Ĉi
?? ?????????? ?? ??? ??????????? ???????????? fKi|Γ(ki|γ) = f(Ki = ki|Γ = γ) ??
??? ??????? ??????????? Ki ???????? ?????? ?????? ????? ??? ????? ???????????? ??
(K1 . . . KI)|Γ = K|Γ ??????? ?? ??? ??????? ?? ????????????? ?????????? ????
fK|Γ(k|γ) =
I∏
i=1
fKi|Γ(ki|γ). ??????
??
????? ???????????????????????? ???? ?????????
?????????? ??????? ?? ???? ?? ??? ?????? ?? ??? ??????? ?? ?????? ?????? ??????
??? ????? ???????? ??? ?????????? ?? ???????? ?? ??? ??????? ?? ??????????? ??
????????? ??? ???? ???? ???? ??? ???? ????? ?????? ???????? ??????? ?? ???????? ??
? ??????????????? ????????? ?????? ????? ?? ???? ?? ??????? ???? ????????????? ??
???? ?? ? ?????????? ???? ???? ?? ?????????? ?? ??????????? ?????? ????????? ??
?????????? ?????? ??????????
??????? ? ?????? ?? S ??????????? ????????? ??? ks = (ks1 . . . ksI)?? ?????? ???
???????? ???????? ???????????? ?? ? ??????? s = {1, . . . , S} ??? ?? ????? ?? ??????
??? ?? ??? ???????????? ?? ? ???? X = {1, . . . , n} ?? ? ?????? ?? ????????? I?
?? ??? ?????????????? ????????? ????? ?? ?????????? ?????????? ??? ?????????
??? ???????? ???????? ?? ???? ?????? ??? ?? ????? ?? ???????? ??? ????????? ?????? ???
?? ????????? ??? ???????? ???????
??ks ??? ?? ??????? ?? ? ????????????? ?? ????????? |X|I ???? ? 1 ?? ??? ???????? ???????
?? ??? ???????????? ????? ???????? (ks1 . . . ksI) ??? 0 ?????????? |X| ?? ??? ?????? ?? ?????????
???????????? ??? I ??? ?????? ?? ?????????? ???? ??? ????????? I = 3 ??? |X| = 3? ????? ?? s
??????? ??????????? 2 ?? ???????? 1? ??????????? 3 ?? ???????? 2 ??? ??????????? 3 ?? ???????? 3?
?? ????
ks1 =
⎡⎣01
0
⎤⎦ , ks2 =
⎡⎣00
1
⎤⎦ , ks3 =
⎡⎣00
1
⎤⎦
??? ks ?? ???????? ?????????? ?? ks = ks1 ⊗ ks2 ⊗ ks3?
??
???? ?????? ????? ???? ?? ??? ????????? ????? ??????????????
ℓ(θ) =
S∑
s=1
???ps
=
S∑
s=1
???fK(ks;θ),
??????
???? θ ????????? ?? ??? ????????? ?????Θ ?????? ?????? ??? I(·) ?? ??? ?????????
???????? ???? ?????? 1 ?? ??? ???????? ?? ???? ??? 0 ????????? ??? ?????
Sk =
S∑
s=1
I(ks = k). ??????
Sk ?? ??? ????????? ???? ????? ???????? ???????????? k ?? ???????? ?? ??? ???????
????? ?????? ??? ?? ???? ???????????? ????????? ??
ℓ(θ) =
∑
k
Sk???fK(k;θ). ??????
??? ????????? ?? ????? ?????? ??????? ?? ?????? ????? ???? ??? ????? ?? ??? ??????
???? ????? ??????? ???? ???? ???????? ??? ?????? ?? ??????? ??? ???? ???? ????????
????????????? ??? ???????? ℓ(θ) ?? ??????? ?????? ??? ??????????????? ??????????????
????? ?? ??????? ???????? ??? ??????? ???? ??????? ???? ????? ??? ?????? ????????
????? ??????? ??? ? ???? ??????? ??????? ?? ?? ? ????????? ??????????? ?? ?????
???? ?? ???? ??? ???? ??? ???????? ???????????? ks ??? ???? ??? ??????????? γs
?? ??? ?????? ???????? Γ ??? ???? ??????? s ?? ??? ??????? ????????? ??? ?????
??
(ks, γs) ??? s = {1, . . . , S} ????? ????? ?? ?? ????????? ??? ????????? ?????????????
?????????????? ????? ?? ????? ??
ℓ∗(θ) =
S∑
s=1
???fK,Γ(ks, γs;θ). ??????
????? fK,Γ(k, γ) = fK|Γ(k|γ)fΓ(γ)? ?????? ???????? ??
ℓ∗(θ) =
S∑
s=1
??? (fK|Γ(ks|γs;θ)fΓ(γs;θ))
=
S∑
s=1
???fK|Γ(ks|γs;θ) +
S∑
s=1
???fΓ(γs;θ).
??????
?? ??? ???? ?????? ?? ?? ?????????? ?? ??? ??? ???????? ??? ????????? ??????? ??? ??
?????
akγ =
S∑
s=1
I(γs = γ, ks = k) ??? bγ =
S∑
s=1
I(γs = γ). ??????
??? ???? bγ ?? ??? ?????? ?? ???????? ?? ??? ?????? ???? ?????? ???????? ?????
?? γ ????? akγ ?? ??? ?????? ?? ????? ?????? ???? ?????? ???????? ????? ?? γ ???
???????? ???????????? ????? ?? k? ????? ??????? ??? ????????????? ??????????????
???????
ℓ∗(θ) =
∑
γ
∑
k
akγ ???fK|Γ(k|γ;θ) +
∑
γ
bγ???fΓ(γ;θ), ??????
?????∑k ???∑γ ??? ????? ???? ??? ???????? ???????????? ?? K ??? Γ? ?????????????
???? ??? ??????????? ?? ??? ?? ?????????? ???? ??????? ?? ℓ(θ) ?? ???????? ??
??
??????????? ?????????? ??? ????????? ??? ????? ????? ???? ??????????? ??????????
??? ????
? ??????????? ??? ????? ?? ??????? ?? ??????? ??? ??????????? ?? ℓ∗(θ)
???? ??????? ?? ??? ??????????? ???????????? ?? Γ ????? K ??? ??? ???????
?????? ?? ??? ?????????? θˆt? ??????
E
Γ|K,θˆt [ℓ
∗(θ)] =
∑
γ
∑
k
E
Γ|K,θˆt [akγ ] ???fK|Γ(k|γ;θ) +
∑
γ
E
Γ|K,θˆt [bγ] ???fΓ(γ;θ)
=
∑
γ
∑
k
aˆkγ ???fK|Γ(k|γ;θ) +
∑
γ
bˆγ???fΓ(γ;θ),
??????
???? aˆkγ ??? bˆγ ????? ??
aˆkγ =
S∑
s=1
I(ks = k)f
Γ|K,θˆt(γ
s|k, θˆt)
???
bˆγ =
S∑
s=1
f
Γ|K,θˆt(γ
s|k, θˆt),
??????
????????????? ??? ???????? f
Γ|K,θˆt(γ|k, θˆ
t
) ???????? ??? ? ?????????? ???????
?????? ?? ??? ?????? ???????? ????? ?? ???????? ???????????? ?? ? ???????
???????? ???????????? k ??? ? ??? ?? ?????????? θˆt? ?? ???? ????????? t?
????????? t ?? ??? ?????? ?? ????????? ??? θˆt = ⟨θˆth⟩Lh=1 ??? ?????? ?? ????????? ?????????
???????? ?? ????????? t? ??????????? ?? ????????? ??????? ?? ?? ???????? ?? ℓ(θˆt+1)−ℓ(θˆt) ≤ 1e−6
??? maxh |θˆt+1h − θˆth| ≤ 1e−6?
??
?????? ??????? ?????? ?? ?? ??????? ???? ??????????? ???? ???????? ??
f
Γ|K,θˆt(γ|k, θˆ
t
) =
f
K|Γ,θˆt(k|γ, θˆ
t
)f
Γ|θˆt(γ|θˆ
t
)
f
K|θˆt(k|θˆ
t
)
, ??????
????? f
K|θˆt(k|θˆ
t
) =
∑
γ fK|Γ,θˆt(k|γ, θˆ
t
)f
Γ|θˆt(γ|θˆ
t
)?
??? ???? ????????????????? ?????????? θˆt? ?????? ???????? ?? ?????????? ????
????????? ?? ????? ???? ??????? ?? ???????? ?? ? ??????? ?????? ???????? ????
??????????
?? ??? ????????? ?? ??? ????????????? ???????? ????? M (n; |k1|, . . . , |kI |)?
??? θˆt = (πt, ???(⟨Ĉti⟩Ii=1) ?? ??? ?????? ?? ?????????? ?? ????????? t ??? ?????
cˆti(r, c) ??? ??? ??????? (r, c) ??????? ?? ?????? Ĉti? ????? ???????? ??????? ???
????????? ??????????? ?? ????????? ?? ? ??????? ?????? ????? γ ????? ????????
???????????? k = (k1 . . . kI) ??? ??????? ?????????? θˆt ????? ??
π(γ|k, θˆt) = (
∏I
i=1 cˆ
t
i(ki, γ))π(γ|θˆ
t
)∑n
γ=1(
∏I
i=1 cˆ
t
i(ki, γ))π(γ|θˆ
t
)
. ??????
? ???????????? ??? ????? ?? ???? ????? ?????????? ??? ??????? ?? ????
? ????? ??? ??????????? ???????? ?? ?????? ???? ??????? ?? ??? ?????? ???
???????? θ = (π, ???(⟨Ĉi⟩Ii=1)? ????? ?????????????? ?????????? θˆ
t+1 ???
??
???????? ??
θˆ
t+1
= argmax
θ
E
Γ|K,θˆt [ℓ
∗(θ)]
????⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1TBt+1i = 1
T ,
Bt+1i 1 = 1, i = {1, . . . , I}
Bt+1i ≥ 0n,
??????
?????Bt+1i = Ĉt+1i C−1 ??? 0n ?? ??? n×n ???? ??????? ??????????? ?? ??????
?????????? ?????? ??? ??????????? ?? ??????????????? ?? ??? ???????? Bt+1i
??? ????????? ???? ??? ???? ???? ??????????? ????? ??????? ?? ??? ????
????? ????? ?? ??? ??? ?? M (n; |k1|, . . . , |kI |) ?? ???? ??? ????? ??????????
???? ???? ??? ???? ?????????? ?? ?????? ?? ????????? ????? ?????? ?????????
??????? ?? ????
1TBt+1i = 1
T Ĉt+1i C
−1 = 1TC−1 = 1T , ??????
????? ??? ?????? ???????? ?? ??? ?? Ĉt+1i ????? ??????????????? ????? ????
???????? ?? ? ??????????? ?? ??? ???? ???? ??? ??????? ?? ? ???????????????
?????? ???????? C−1? ??? ????? ??? ???????? ???? ??? ??? ?? ??? ???????
??? ?? ?? 1? ???????????? ??? ??? ?????????? ?? Bt+1i ? ??? ?????? ??????????
??
????? ??
Bt+1i 1 = Ĉ
t+1
i C
−11 = Ĉt+1i
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
n
0
???
0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . ??????
???? ???????? ?? ?????? ?????? ?????? ?? ????????????? ??? ???? ?? C−1 ??? ??
?? ???? ?????? ??? ??? ???? ??? ????? ???? ?? ?? n? ?????? ?????? ?????
???? ??? ?????? ?????????? ?? ?? ??? ??????? ?????????? ?? ? ?????? ??? ???
????? ?? ??? ???? ?????? ?? ???????? Ĉt+1i ????? ?? 1n ? ???? ?? ?? ??? ????
??? ???????????? ?? ??? ???? ??? ?????? ???? ??? ???? ???? ?????????????
???????? 1n? ?? ?????1 ???????????? ???????? ??????????? Bt+1i ?????
???(Bt+1i ) = ???(Ĉt+1i C−1) = ((C−1)⊤ ⊗ In)???(Ĉt+1i ). ??????
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C∈X(j)
Pi(j|C)Pi(C|X),
????? ?
? Pi(j) ?? ??? ??????????? ?? ?????????? i ???????? ??????????? j?
? X(j) ?? ??? ??? ?? ??? ???????? ?????? ???? ?????????? ??????????? j?
? Pi(j|C) ?? ??? ??????????? ?? ?????????? i ???????? j ????? ???? ??? ??????
??? ?? C?
? Pi(C|X) ?? ??? ??????????? ?? C ????? ??? ?????? ??? ?? ?????????? i?
????????????? ???? ????? ?????? ??? ????????? ??? ?? ??????? ??????????? ??????
???????? ??? ?????? ???????? ?????? ????? ?????? ?????? ?? ??? ???????? ?? ???????
????????? ???? ???????????? ??????????? ?? ???? ??????? ??? ?? ?????? ??????
?????? ?? ??? ???????? ?? ?? ????????? ?? ??? ???????? ??????????? ????? ?????????
?? ?????? ?? ??????? ? ?? ???? ????????? ????? ????? ???????? ? ????????????? ??????
??? ?????????? ?? ??? ???? ????? ???????? ?? ??? ?????? ?? ???????? ??????????
???? ? ????? ?????? ???? ???? ???????? ????? ??????????? ??????? ???? ???????
??? ?????? ??? ?? ??? ????????? ????? ?????????? ?????? ??? ??? ?? ???? ??? ??
?????????? ?? ???? ??????????? ????? ???? ? ????? ?????????? ??????? ?????? ??
Uij = β
′
jxi +Kij + ϵij, ?????
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⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
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? ?? ?????????????? ????? ?? ???????????? υit?
?? ??? ???????? ???????????? ????? ?? ???? ???? ????? ??? ?? ??? ?????????? ????
lit ??? kit ??? ?????? ?? ??? ??? ?????? ??? ??????????? ?? ϵit? ???????????? ?????
??????? ??? ?????? ??????????? ????? ???? ?????? ????????? ???? ??? ???????????
???? ?? ??? ???????????? ????? υit?? ???? ?? ρυit−1? ?????? ??? ρ ?????????????? ??
????? ?????
yit − ρyit−1 = αlit − αρlit−1 + βkit − βρkit−1 + (γt − ργt−1)
+ (ηi(1− ρ) +mit − ρmit−1 + ϵit),
?????
????? ?????? ?? ??????? ??? ?????????? ?? υit ??? ??? ??? ?? ??? ?????? ?? ?????
??????? ???? υit ??????????? ???????? ????? ρυit−1??
???????? ?? ??? ????? ??? ??? ???? ????? ηit ? ??????? ??????????? ?? ??????
????? ??? ????????? ???????? ??? ???? ??????? ????? ??????
???? ??? ???? ?? ??????????? ?? ?????? mit ?? ?? ?????????? ?? ?????? ??????? ?? ??? ????????
????????? ??????? ??? ????????? ????? ??? ???? ?????????? ??? ?? ?????? ????????
??? ???????? ?? ????? ?????????? ???? ??? ???????? ????? ηi?
??
(yit − ρyit−1)− (yit−1 − ρyit−2) = α [(lit − ρlit−1)− (lit−1 − ρlit−2)]
+ β [(kit − ρkit−1)− (kit−1 − ρkit−2)]
+ [(γt − ργt−1)− (γt−1 − ργt−2)]
+ [(mit − ρmit−1)− (mit−1 − ρmit−2)]
+ (ϵit − ϵit−1).
?????
????? ??? ?? ??? ?????????? ???? ??? ???????? ?????? ?? ?? ϵit−1 ???? ??????
??? ?????? ?? ?????? t?? ??? ????? ?? ????? ??? ?? ???? ???? ?? ?????????? ???
????????? ?????? ??????????
E [(mit − ρmit−1)− (mit−1 − ρmit−2) + (ϵit − ϵit−1) | lit−1, kit−1] = 0. ?????
???????? ??? ????? ?? ????? ????? ??? ?? ?? ???????????? ???? ????????? ?????
???? ????????????? ???????? ??????? ??????????? ? ???? ?????? ?? ???????????
????? ????? N? ???????? ???? ? ?????????? ????? ?????? ?? ?? ? ????? ????? T ?? ?????
????????? ?? ?? ????? ????? ?? ??????? ? ??????? ???? ????? ?? ????? ?? ???????? ???
??? ?????? ?????? ?????? ???????? ??? ???? ?????? ??????? ?? ???? ???? ? ???????
???????????? ?????????? ????? ??????????? ??? ??? ?? ????? ??? ??? ???? ?????
ηi ?????????? ???? ??????? ???? ?????? ????
?????????? ?????? ????? ??? ?????? ??????????? ??? ?? ??????? ???????????? ?? ?? ?? ???
??? ???????????? ????? ?? ?????????? ?? ?????? ?????? ???? ???? ???? ??? ?????? ?????? kit+∆
???? ∆ < −1??
??
E[ηi | lit − lit−1, kit − kit−1] = 0. ?????
????????? ????? ??? ?? ??????????? ?? ? ???????????? ?????????? ?? ??? ???
????????? ???????????? ?? ????? ?? ? ?????? ???? ?? ?? ηi ?? ??????? ?? ?? ??????????
???? ??? ?????? ?? ?????? ??? ??????? ?????????? ?? ?????????? ?? ????? ??????
??????? ??????????? ????????? ?? ???? ??? ?????? ??????????? ?????? ??? ?????
????? ???????? ?? ???? ?????
????? ????? ???????? ????????
??? ????? ???????? ???????? ????? ???? ??? ??????? ???????????? ?? ????? ???
????? ?????? ??? ??????? ?????????????? ?????????? ???? ???? ???????? ???
????? ??????? ????????? ??? ?????? ??????? ?????????? ?????? ??? ?????????
?? ??? ??????? ????????? ?? ??????? ???????????? ??????????? ??? ???? ??? ???????
???? ?? ???????? ??
yit = β0 + αlit + βkit + ωit + ϵit. ??????
???????? ?????? ???????? ??? ????????? ????? ??????
? ωit ?? ? ????? ?? ???????????? ????? ????? ??????? ?? ??? ??????????????? ??
??? ????? ?????????? ?????????? ?? ??????????? ?? ??? ??? ?????? ???????? ??
????? ???? ?????????? ????? ?????????? ????? ??? ??? ??????????? ??? ???? ?????????? ????
???????? ????? ???? ? ???? ηi? ?? ???? ?????? ???? ???? ?????????? ????? ?????????? ???? ?? ????
?? ??????? ??? ?????????? ??? ??????? ???????????
??
?????? ?? ???? t?
? ϵit? ???????? ?? ? ???? ????? ????????? ????? ???????? ?????????? ???? ??
????????????? ???????????? ????? ?????? ???????? ?????????? ???????????
????? ?? ???????
?? ? ????????????? ???????? ??? ????????? ωit ????? ????????? ??? ?????? ??
???????? ????? ???? ??? ??? ?? ???? ?? ??????? ????? ϵit ????? ??????? ??????????
???? ??? ???????? ?????? ???? ??????? ????? ?? ????????????? ??????? ?? ???
????????? ????????????
????????? ωit ?? ??? ??????????? ?????????? ???? ????? ?? ?????? ?????????? ????
???? lit ??? kit ?????? ??? ???? ???? ?? α ??? β ?? ?????? ????????????? ???
????????? ?????? ????? ????? ??????? ?? ??? ??? ??? ????????? ?? ????? ???????
????? ωit?
?? ???????? ???? ??????????? ?????? ????? ??? ????? ?????? ??????? ? ????????
?? ? ????? ?? ??? ???????? ?? ????? ???? ??????????? ???? ??? ??? ????????
?????????? ????? ?? ?????? ???? ????? ?? ???? ?????? t? ? ????? ????? ???????? ??
????? ?? ??? ????????? ???? ?? ?????????
Vt(ωt, kt) = max
{
Φt, sup
it≥0
πt(ωt, kt)− c(it) + δE [Vt+1(ωt+1, kt+1 | It]
}
, ??????
????? Φt ?? ??? ????? ??????? ?????? πt(ωt, kt) ?? ??? ????? ????? ????????? c(it) ?? ???
???? ?? ?????????? it? δ ?? ??? ????? ???????? ???? ??? It ?? ??? ????? ???????????
??? ?? ?????? t? ???????? ????????????? ?? ?????? ???????????? ???? ??? ??????? ??
???? ???? ?? ?????????? ?? ???????? ??? i ????????? ???? ???????
??
?????????? ????? ?????? ??? ? ????????? ?????????? ????????? ??? ?? ???????? ????
??? ????????? ??????????? ??? ????????
?????????? ?? ωit ??????? ? ?????????? ?????? ??????? ??? ??????? ?????????
?? ??? ????????????
p(ωit+1 | It) = p(ωit+1 | ωit) ??????
????? ?? ????? ?? ??? ??? ??? ?????????????? ?????????? ?? ωit?
?????????? ?? ?????? ?????? lit ?? ??????????? ?? ???? ?? ??? ?????? ?? ??????
?? ??? ??? ???? ?? ????? ?? ???? ??? ? ???? ??? ?????? ?????? ?? ??????? ???????
kit? ???????? ?? ? ????? ???????? ????? ?? ??????????? ????????? ??
kit+1 = (1− d)kit + iit, ??????
???? d ????? ??? ?????? ???????????? ????? ????? ??????? ?? ??????? ?? ?? ???????
????? ????? ????????? ?? ??????? kit+1 ∈ It? ?? ????????????? ?? ????? ? ????? ??????
??? ??? ??? ?? ?????? ??????? ??? ??????? ??? ????????
?????????? ?? ωit ?? ??? ???? ?????? ???????????? ??? ? ????? ????? ????????
?? ?????????? ???????
iit = ft(kit,ωit). ??????
???? ?????????? ??????? ???? ??? ???? ?? ??? ???????? ???? ??? ???? ???? ??????????
?? ??? ??? ??????? ??? ?????? ??? ?????? ???? ?? ????? ?? ?????? ?? ?????????????
??
?????? ???? ????? ???? ωit ?? ????????
?????????? ?? ft(kit,ωit) ?? ????????????? ?????????? ?? ωit?
??????? ????? ?????? ?? ?? ??????????? ?? ??? ?? ???????? ????? ????? ?????
? ?????? ?????????? ?? ??? ???????? ?? ??? ??????? ??????????? ??????? ??
?????? ? ????? ?? ???? ?? ?????????? ?????? ????? ?? ????????????? ??????????
?? ωit? ???????????? p(ωit+1 | ωit) ????? ?????????????? ?????????? ?? ωit ???????? ????
???? ???? ?????? ωit ????? ?????? ???????? ???????? ???????????? ?? ??? ????
????? ?????? ???????? ???????? ???? ?? ????? ???? ?????? ?? ?????? ?????????? ??
??? ???????
??? ? ??????? ??????????? ?? ??????????? ??? ?? ??? ????????????? ?? ??? ???
???????? ????????? ????? ?????????? ????????????? ωit ??? ?? ???? ? ???????? ??
?????????? ?????????? ???? ??
ωit = f
−1
t (kit, iit). ??????
???????????? ?????? ?? ??? ???? ????? ???????? ?????? ?????
yit = β0 + αlit + βkit + f
−1
t (kit, iit) + ϵit. ??????
?? ?????????? ?????? f−1t (kit, iit)? ??? ????? ???? ?? ???? ??????? ??????? ???????
????? ?? ????? ?????????? ??? ????? ??????? ????? ??? ????? ??????? ???????? ????
???? ?? ????? f−1t (kit, iit) ?????????????????? ??? ?? ???? ??? ??? ????????? ????????
yit = αlit + φt(kit, iit) + ϵit, ??????
??
???? φt(kit, iit) ????? ? ?????????????? ????????? ???? ???? ???? φt(kit, iit) =
β0 ++βkit + f
−1
t (kit, iit)?
?? ??? ???? ?????? ???? ???? α̂ ??? φ̂t(kit, iit) ??? ?? ???????? ?? ?????????? ???
????????? ?????? ?????????
E[ϵit | Iit] = E[yit − αlit − φt(kit, iit) | Iit] = 0. ??????
????? ???? ??? ????????? ?????????? ?? ??? ??? ωit ?????? ????????? ??
ωit = E[ωit | ωit−1] + ξit = g(ωit−1) + ξit, ??????
???? E[ξit | It−1] = 0? ???? ???? ?????? ?? ???? ?? ???? ????????? ??? ? ???? ????
??????? ???????? ?? ?????????? ????????????? ωit ???? ??? ????? ??????? ?????????
??????? ?? ??? ??????? ????? ?????????? ?????? ??? ???????
????? ?????????? ???? ???? α̂ ??? φ̂t(kit, iit) ??? ?????
ωit = φt(kit, iit)− β0 − βkit, ??????
?? ??? ???? ?????? ???? ?????? ??? ?????? ??? ????????? ???????????? ???? ?????
????????
yit = β0 + α̂lit + βkit + g(ωit−1) + ξit + ϵit
= β0 + α̂lit + βkit + g
(
φ̂t−1(kit−1, iit−1)− β0 − βkit−1
)
+ ξit + ϵit.
??????
??
???? ?????? ??? ????????? ???????????? ?????? ????????? ???????
E [ξit + ϵit | Iit−1] = E
[
yit − β0 + α̂lit + βkit
+ g
(
φ̂t−1(kit−1, iit−1)− β0 − βkit−1
)
| Iit−1
]
= 0,
??????
????? ??? ?? ????????? ?? ?????? ????????? β̂0 ??? β̂?
??? ????????? ????????? ????????? ????? ??? ???? ??????? ?? ??????? ??????
?????? ????????? ??? ?????? ??????? ??? ????????? ??????? ?? ???????? ??? ?????
??? ?? ????? ???????????? ?? ????? ??? ?????? ??? ???????????? ?????? ??????
??????????? ??? ??? ?????????? ?? ????? ??? ωit?
????????? ?? ??? ??????? ???????? ???????? ??? ??????????? ?????? ?? ??????
??? ???? ???? ????????????? ?? ?????? ?????????? ?? ?????? ???????? α? ?? ??? ????
????? ?? ??????? ????? ???? ? ??? ??????? ???? ?????????? ?????????? ?? ?????
?????? ??? ?????????? ????????? ?? ?????? ?? ???????? ?? iit = ft(kit, lit,ωit) ?????
??????? ???????? ??? ???? ??????????? α ?? ??? ???? ?????? ????? ??? ?????????? ??
???????? ??? ????????? ???? ??? ???????????? ?????? ??????????
???????? ?????????? ?????? ???????? ? ??? ????????? ?? ????? ???? ???
???????????? ?????? ?????????? ???????? ????????? ?????? ??? ??????? ??? ???????
? ????? ?????? ? ???????? ???? ??????? ??????? ?? ????? ?? ??????? ?????? ???
?????? ??? ?????? ???????? ????? ?????????????
??????? ?????????? ?? ????????? ? ????? ??? ?????????? ??????? ????? ??? ????????? ???? ???
????? ???????? ?? ???? ????????????? ?? ?????????? ????????? ?? ??????????? ?????? ?? ???? ???
???????????? ???? ???? iit = 0?
?????????? ?? ??? ?????? ???? ???? ??? ????? ???????? ??? ?? ??????????? ???? ??? ??????
??? ???????????? ?????? ??????? ?? ?????????? ?? ???? ?? ????? ??? ωit ?? ????????? ?? ?????????
??? ?????? ???????
??
??? ??? ?????? ?? ????????? ????????? ?? ????????????
??? ????? ?????????? ????????????? ???? ??? ????? ???????? ????????? ?????????
???? ???? ?? ???????? ?????????? ????? ?????? ?? ??????? ??????? ?? ?????? ??
???? ?????? ??? ???????? ?? ?????? ? 3−?????? ???????????? ?????????? ????????
?? ??? ????
Yit = τitL
α
itK
β
itM
γ
it, ??????
????Mit ???????????? ???????????? ??????? ????? ??? ???????? ???? ?? ?????????? ???
? ???? ?? ????????? ????????? ?? ????? ????????????? ?? ?????????? ????? τit ?? ?
???????? ?? ????????? ???????????? ??? ???????????? ?? ????????? ? ???? ??????????
?? ????? ?? ???????? ?? ????????? ????????????? ??? ??? ???? ???????? ? ????
?????? ? ???? ?? ???? ??? ??? ??????? ???? ??? ?? ?????? τit ?? ?? ???????? ??
τit = e
α0+H′itδ+ηit , ??????
????? Hit ?? ? ???????? ?????? ?????????? ????????????????? ??????????? ??? ?????
???? ?????????
????? ??? ?????????? ???????? ????? ??
yit = α0 +H
′
itδ + αlit + βkit + γmit + ηit, ??????
??????? ?? ????? ????????? ???????????? ?? ?????? ??????????? ?? ? ?????????? ????????
?????????? ??? ????????? ?? ??? Hit ??????? ??????? ?? ????????? ???????????? ??? ????? ???????
??
????? ??? ????? ???? ηit ?? ??????? ?? ?? ????? ??
ηit = ωit + ϵit. ??????
ωit ?????????? ????? ?????????? ??? ??? ??????????????? ????????????? ??? ?? ???
????? ?? ?? ??????????? ?????????? ???? ????? ??????? ??? ????????? ?????????? ??
?? ?????????? ?? ?? ?????? ?? ?? ?????? ????????? ?? ??? ?????????? ?????? ????
???? ???????? ?? ??????? ϵit? ???????? ?? ? ???? ????? ????????? ??????? ??????????
?? ??? ??????????? ??????????
?? ?????? ?????? ?????????? ? ?? ???? ?? ?????? ??????? ?? ?????? ?????????
?? ??? ??????? ???????? ?? ??????? ?? ??? ?????? ??? ???????????? ??????? ????????
?? ?????? ????????? ?? ??? ?????? ??? ?????? ???? ??? ?????? ??? ????? ?????? ??
??????? ?? ???? ???? ?? ???????? ???? ?? ????? ???? ?? ???? ??? ?? ? ?????????
?????? ?? ??? ???? ?? ??????????? ??? ??????? ???????? ?? ?????? ? ????? ????
??????? ?? ???? t? ?????? kit? ?? ?????? ?? ?????? t− 1 ???? ?? ????? ?? ??????? ??
??? ??????????? ??? ?? ?????? t− 1 ????? kit ∈ It−1?? ????? ????? ???? ??????????
???? ???????? ???? ?????? ??? ???????????? ?????? ?? ?????? t? ?????? lit ???
mit? ??? ??????? ?? ???? ??????? ???????????? ?? ???? ???? ??? ??????? ?? ??
?????? ?? ?????? t − b ???? 0 < b < 1? ???? ?? ?? ??? ???? ?????? ??? ?????
????? ????? ???? ??? ????? ??????? ???? ??? ??? ??????????? ?? ???????? ??????
?????????? ?????? ???? ?? ??? ???????? ??????? ?? ?????? ??? ???? ?? ???? ??
? ???? ?? ???? ??????? ??? ?????? ??????? ????? ??? ????? ? ?????? ????? ???????
??? ??????????? ???????????? ?????????? ???? ????????? ????????? ??? ???? ????
? ???????? ?????????? ? ???? ?? ? ????? ???? ?? ??????? ???? ?????????????????
??
?????????? ?? ?????? ?? ???? ??? ???? ?????? ?????????? ???? ??? ??? ???????
?????? ??????? ????????? ????????? ?? ???????? ?????? ?? ?? ? ?????? ??????????
??? ??????????????? ??? ?? ????? ??? ??????????? ??????? ?? ?? ???? ???????? ????
????? ???????? ??? ?????? ??????? ??? ?? ??? ??? ????? ?????? ????????? ??? ??
??? ??????? ?? ? ?????? ??? ????????? ???????? ?? ??????????? ???? ????????? ?? ??
???? ?? ??? ???? ????? ?????? ?? ???? ???? ?? ?? ?? ??? ???? ??????? ??? ?????????
??????????? ?? ??? ????????? ????????? ??? ???? ???? ????????? ??? ??? ??????
?????????? ??????? ???? ???? ??? ?? ??? ??????????? ???????? ????? ??????? ??
???? ?????????? ????????? ?? ??? ?? ??? ?????????? ?? ???????? ???? ??? ???? ?????
?? ? ???????? ????????? ? ?? ????? ??? ????? ???????
?? ??????? ?????????? ? ???? ?????????? ???
????????? ??? ωit ?? ??? ???? ?????? ???????????? ??? ? ????? ????? ????????
?? ???????????? ?????? ???????
mit = ft(kit,ωit). ??????
????????? ????????? ??? ?????? ??????? ?????? ???? ???????????? ?????? ????? ???
?????????? ?????????????? ?????? ?? ?????? ???? ??? ???????? ???????? ?? ?????
??? ????? ?????? ????? ?????????? ?? ???? ?? ??????? ??? ωit? ???????????? ???????
???? ???? ??? ?????? ??? ???????????? ?????? ??? ? ????? ??????????? ??????????
??? ?? ??? ????????????? ????????? ????????? ?????? ? ????? ???????? ?? ???? ?????
?? ?? ?? ???????? ??????? ???? ????? ????? ?? ??? ???? ?????? ?????? ???????? ?????
?? ???????????? ?????? ????? ??? ???? ???? ??? ???? ???? ??? ?????????? ???? ???
??
??? ???????? ? ????? ????????? ????? ?? ?? ??? ?? ??? ?????????? ?? ?????? ????
??????? ? ???????????? ?????? ?? ???????????? ???? ??? ??????? ? ?????? ??????
???? ?? ????? ???????????? ?????? ?? ??????? ?? ??? ????????? ?????????? ?????? ??
?????????? ?????????? ???????? ?? ?????? ?? ????????? ??? ?????? ??????? ????
?????? ?????????? ????? ??? ???????? ????? ?? ??? ?????????? ???????? ????? ???
?????? ?? ????????? ??? ?????????????? ?? ?????????? ?? ???????????? ??????? ??
??????? ???????????? ?????? ?? ?? ???? ?????? ?? ?????? ???? ?????????? ??? ??
??????? ???? ????? ?? ???????????? ???????
???????? ?? ????????? ????????????? ?? ft(·) ?? ?????? ?????????? ? ??? ??? ft(·) ??
????????????? ?????????? ?? ωit? ??? ????????? ?? ? ?????? ???? ???? ??????????
?????? ???? ??? ???? ???? ?? ?? ??? ?????????? ????? ??? ??????? ???????????
??????? ?? ???????
????? ? ??????? ?????????? ?????????
???? ????? ?????? ??????? ?????? ???? ??????? ??? ????????? ??????????? ???????
???? ωit ?? ?????? ?? ??????? ?????? ?????????? ?? ??? ?????? ?? ????? ??? ?????
??????? ?? ??????? ??? ????????? 2−????? ?????????? ????? ωit ????? ??? ????
?????? ???????????? ??? ????????? ?? ??? ???????????? ?? ft(·)? ?? ??? ??????
?????? ??? ??????
ωit = f
−1
t (kit,mit). ??????
?????????? ?? ?????????? ?????????? ????? ?? ?????????? ?? ????????? ??? ????????? ?? ????
??? ????? ?????? ??? ????????? ?? ??? ??????
??
???????? ?????? ???? ?????? ????? ??
yit = α0 +H
′
itδ + αlit + βkit + γmit + f
−1
t (kit,mit) + ϵit. ??????
???? ?? ??? ?????????? ?? ???????? ??? ?? ???? ???? ???????? ???? ??????? ??
??? ??? ????? ???????????? ?? ??????? ??? ???????????? ?????? ???? ?? ?? ?????????
???? ??? ?????????????? ???? f−1t (kit,mit)? ????? f−1t (kit,mit) ?????????????? ??
??? ????? ????? ??? ?????????? ?????? ?? ?????? ??? ????????????????? ?????????
????? ???? ??????????? ?????????? ???? ??? ??????????? ????????? ?? ωit ????? ??
???????? ???? f−1t (kit,mit)?
????? ?????
???????? ?????? ??? ?? ????????? ?? ??? ???? ?? ??? ????????? ??????????????
????????? ?????? ??????????
yit = H
′
itδ + αlit + φit(kit,mit) + ϵit, ??????
????? ??? ????????? ?????????????? ???? φit(kit,mit) ?? ????? ??
φit(kit,mit) = α0 + βkit + γmit + f
−1
t (kit,mit), ??????
???? f−1t (kit,mit) = ωit?
??? ???? ?? ??????????? ??? ?? ? ???? zit = [kit,mit]′? xit = [lit,H′it]′ ??? θ =
??
[α, δ′]′? ????? ?? ??? ??????? ?????? ??
yit = x
′
itθ + φit(zit) + ϵit. ??????
????????? ???????? ??????? ?? ????? ??? ??????????? ??????????? ????????
E[· | zit] ?? ?????? ?? ?? ?? ???
E[yit | zit] = E[x′itθ | zit] + E[φit(zit) | zit] + E[ϵit | zit]
= E[xit | zit]′θ + φit(zit),
??????
????? ??? ???? ???????? ?? ??? ?? ϵit ????? ?????????? ?? ??? ??? ?? ????? ???????
zit?
??????????? ?????? ???? ??????? ?? ??? ??? ?? ??? ?????????????? ???? ??? ??????
yit − E[yit | zit] = (xit − E[xit | zit])′θ + ϵit. ??????
????? ?? ?????????? ?? ??? ?????? ???????? ??????????
ϵyit = ϵ
x
it
′θ + ϵit, ??????
?????
ϵyit = yit − E[yit | zit] ??????
??
???
ϵxit = (xit − E[xit | zit]) ??????
??? ??? ??????????? ???????????? ?????? ???? ??? ?????????? ?? yit ?? zit ??? ?? xit
?? zit? ?????????????
???? ??????????? ???????? ? ????????? ???????? ?? ?????????? ????? ?????? ?????
????? ??? θ ?? ??? ????
θ˜ =
(
N∑
i=1
Ti∑
ti=1
ϵxitϵ
x
it
′
)−1( N∑
i=1
Ti∑
ti=1
ϵxitϵ
y
it
)
. ??????
?? ????? ?? ???? ??? ???? ???? ?? ?????? ????????? ?? ?????? ???????? ?????? ???
???? ???? ??? ??? ??????????? ???????????? ?? yit ??? xit ????? zit ?? ?????????
?????? ???????????? ??? ?????????? ????? ???????????????? ?? ???? ??? ?????????
?????????? ????? ????? ???? ????? ?? ?????? ??? ?????????? ?????????
ϵ̂yit = yit − ̂E[yit | zit] ??????
???
ϵ̂xit = (xit − ̂E[xit | zit]) ??????
??
????? ???? ?? ??? ????????? ???????? ????????? ??? θ
θ̂ =
(
N∑
i=1
Ti∑
ti=1
ϵ̂xitϵ̂
x
it
′
)−1( N∑
i=1
Ti∑
ti=1
ϵ̂xitϵ̂
y
it
)
. ??????
???????? ?? ???? ?? ??? ?????????????? ????????? φit(zit) ????? ?? ???? ???? ??
??? ????????? ?? ??????????
yit − x′itθ̂ = φit(zit) + ϵit ??????
????? ????? ???????????????? ?? ???? ??? ????????? ???????????? ?????????? φ̂it(zit)
???? ?????? ?????? ?? ?? ?????? ??? ?????? ????? ?? ??? ????????? ????? ??? ???
???????? ?? ???????? ??? ?????? ???? ?????
?????? ?????
?? ??? ?????? ????? ?? ??? ????????? ???? ????????? ??? ????????? ????? ????
ηit = ωit + ϵit? ??? ??????? ?????????? ???????????? ?? ωit ?????? ?? ?? ?????
ξit = ωit − E[ωit | ωit−1]
= ωit − g(ωit−1),
??????
????? ??????????? ??????????? ???? ??????? ?? ??? ??????????? ??? ?? t−1? ??????
It−1? ?????? ?????
???? ??????? ??? ?? ???????? ??????? ????? θ̂ ????????? ?? ? ???? n−1/2 ????? ?? ?????? ????
? ?????????????? ????? ?? ??? ??????? θ ?? ?? ????? ??? ?? ?????????????? ?????????? ??
yit − x′itθ̂ ?? zit?
??
?? ??? ??? ???? ?????????? ϵit? ???????? ?? ????
ϵit = yit − x′itθ − φit(zit). ??????
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